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1. INTRODUCTION
Soit X/k une variété algébrique définie sur un corps k. On note O l’an-
neau semi-local de la droite affine A1k aux points 0 et 1. la R-équivalence
est la relation d’équivalence sur l’ensemble X(k) des points rationnels de
X engendrée par la relation élémentaire suivante: deux points x et y de
X(k) sont dits élémentairement R-équivalents s’il existe f ¥X(O)=
Homk(Spec(O), X) satisfaisant f(0)=x et f(1)=y; en d’autres mots, on
peut relier les points x et y par une application rationnelle de la droite
projective P1k dans X définie en 0 et 1. Cette définition peut s’étendre aux
foncteurs contravariants de la catégorie Sch/k des k-schémas dans la
catégorie Ens des ensembles. Soit
F: Sch/kQ Ens
un tel foncteur. Deux points x et y de F(k) sont dits élémentairement
R-équivalents s’il existe f ¥ F(O), satisfaisant f(0)=x et f(1)=y. La
R-équivalence sur l’ensemble F(k) est alors la relation d’équivalence
engendrée par cette relation élémentaire et on note F(k)/R l’ensemble des
classes de R-équivalence. Soit G/k un groupe algébrique affine. Dans cette
note, on s’intéresse à la R-équivalence pour le foncteur
F(X)=H1fppf (X, G),
défini par le procédé de C˘ech [9, III.4]. Comme G est affine, on sait
que l’ensemble pointé H1fppf (X, G) classifie les classes d’isomorphie de
G-torseurs sur X; l’ensemble H1fppf (k, G)/R correspond donc aux classes
d’isomorphie de k-torseurs sous G modulo R-équivalence. Nous démon-
trons le résultat suivant répondant à une question posée par Colliot-
Thélène (lors d’un exposé au MSRI en octobre 1999) pour les G-revê-
tements, i.e. pour les G-torseurs lorsque G est un groupe fini vu comme
k-groupe algébrique constant.
Théorème 1. Soient G un groupe fini et p un nombre premier ne divisant
pas l’ordre de G. Soit K un corps local non archimédien, d’anneau de
valuation O et de corps résiduel fini F=Fpr.
(a) On a H1(K, G)/R=1; en d’autres termes, tout G-revêtement est
R-équivalent au G-revêtement trivial.
(b) On suppose que car(K)=0. Soit G … GL(V) une représentation
linéaire fidèle de G et X/K une compactification lisse de la K-variété
GL(V)/G. Alors X(K)/R=1.
Par ailleurs, Colliot-Thélène a construit avec le groupe G=Z/8Z et le
corps Q2 un G-revêtement non élémentairement R-équivalent au revête-
ment trivial [1, Prop. A2, preuve]; cette construction est fondée sur
l’équivalence de Brauer (plus faible que la R-équivalence) et ainsi cet
exemple de revêtement n’est en fait pas R-équivalent au revêtement trivial.
Donc l’hypothèse sur l’ordre de G ne peut être levée dans le théorème.
Corollaire 1. Soient F un corps de nombres, G un groupe fini, V/F
une représentation linéaire fidèle de G et X/F une compactification lisse de
GL(V)/G. Alors pour toute place finie v de F première à l’ordre de G, on a
H1(Fv, G)/R=1 et X(Fv)/R=1,
Fv désignant le complété de F à la place v.
Notons F¯ une clôture algébrique de F. Le corollaire donne en particulier
un exemple de variété X/F qui n’est pas une variété rationnelle (i.e. X×F F¯
n’est pas une variété rationnelle, i.e. birationnelle à un espace projectif P rF¯),
mais qui satisfait X(Fv)/R=1 pour presque toute place v. En effet, d’après
les travaux de Saltman sur le problème de Noether [10], il existe un groupe
fini G tel que pour toute représentation fidèle V/F de G, les variétés V/G
et GL(V)/G ne sont pas rationnelles.
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2. TORSEURS ET R-ÉQUIVALENCE
Pour la cohomologie galoisienne, nous renvoyons à [11]; pour les tor-
seurs et la cohomologie, nous renvoyons le lecteur à SGA 3 [13]. En par-
ticulier, on sait que pour tout schéma en groupes lisse affine G/S défini sur
un schéma S, on a une bijection naturelle H1e´t(S, G)(H1fppf (S, G) [loc.
cit., § XXIV.8].
2.1. Torsion et R-équivalence
Soit G/k un groupe algébrique affine que l’on suppose lisse, soit ks/k
une clôture séparable de k de groupe de Galois G=Gal(ks/k). On note
H1(k, G) :=H1(G, G(ks)) l’ensemble pointé de cohomologie galoisienne
[11, III.1]. On a une identification H1(k, G)(H1e´t(k, G) entre l’ensemble
pointé de cohomologie galoisienne et de cohomologie étale. Soit z=(zs)s ¥ G
un 1-cocycle de Gal(ks/k) à valeurs dans G(ks) et zG/k le groupe tordu par
le cocycle z [11, III.1], c’est-à-dire le k-groupe algébrique défini par
zG(A)=3g ¥ G 1Aë
k
ks 2 : zs sg z−1s =g -s ¥ G4
pour toute k-algèbre A. On dispose alors de la bijection de torsion
yz: H1(k, zG)QH1(k, G) qui envoie la classe d’un 1-cocycle as pour zG sur
la classe du 1-cocycle aszs; en particulier, yz(1)=[z]. Nous allons vérifier
que la R-équivalence est compatible à cette opération.
Lemme 1. Soient c0, c1 deux éléments élémentairement R-équivalents de
H1(k, zG). Alors yz(c0) et yz(c1) sont élémentairement R-équivalents dans
H1(k, G).
Démonstration. Par hypothèse, il existe une classe c(t) ¥H1(O, zG)
satisfaisant c(0)=c0 et c(1)=c1. Or, pour tout schéma X/k, il existe une
bijection de torsion fonctorielle yz, X: H
1
e´t(X, zG)(H1e´t(X, G) [6, §2.6],
donc on a en particulier une bijection de torsion
yz, O: H
1
e´t(O, zG)(H1e´t(O, G),
qui satisfait [yz, O(c(t))](0)=yz(c0) et [yz, O(c(t))](1)=yz(c1), donc yz(c0)
et yz(c1) sont élémentairement R-équivalents. L
Lemme 2. Soient G/k un groupe affine, G … GL(V) une représentation
linéaire fidèle de G et U=GL(V)/G (défini en [4, théorème 5.4, p. 341]).
Alors l’application caractéristique jk: U(k)QH1fppf (k, G) induit une bijection
U(k)/R(H1fppf (k, G)/R.
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Démonstration. Pour tout schéma S/k, on dispose d’une application
caractéristique fonctorielle jS: U(S)QH1fppf (S, G) [6, prop. 3.3.2, p. 160],
que l’on peut décrire de la fac¸on suivante. Le groupe GL(V) est un
U-torseur sous G donnant lieu à une classe g de H1fppf (U, G) et pour tout
f ¥ U(S)=Hom(S, U), on a jS(f)=f*(g). L’existence de l’application
caractéristique jO: U(O)QH1fppf (O, G) montre alors de fac¸on évidente que
si deux points u0 et u1 de U(k) sont élémentairement R-équivalents via un
élément u(t) de U(O) satisfaisant u(0)=1 et u(1)=u1, alors l’élément
c(t) :=jO(u(t)) satisfait c(0)=jk(u0), c(1)=jk(u1) et ainsi les éléments
jk(u0) et jk(u1) sont élémentairement R-équivalents. Par suite, l’applica-
tion U(k)QH1fppf (k, G) passe au quotient par la R-équivalence et définit
donc une application U(k)/RQH1fppf (k, G)/R. Le groupe GL(V) étant
lisse, on a H1(k, GL(V))=H1fppf (k, GL(V)) et on sait que H
1(k, GL(V))
=1 (11, §III.1.1]. La suite exacte d’ensembles pointés [11, §I.5.4]
1Q G(k)Q GL(V)(k)Q U(k)0jk H1fppf (k, G)Q 1
montre que l’application U(k)/RQH1fppf (k, G)/R est surjective. Montrons
l’injectivité. Tout d’abord, soient deux éléments u0, u1 de U(k) tels que
jk(u0) et jk(u1) soient élémentairement R-équivalents; il existe c(t) ¥
H1fppf (O, G) satisfaisant c(0)=jk(u0) et c(1)=jk(u1). Nous affirmons que
H1e´t(O, GL(V))=1. En effet, l’ensemble H
1
e´t(O, GL(V)) classifie les
O-modules projectifs de rang dimk(V) (cf. [9] p. 134) et il est bien connu
que les modules projectifs sur un anneau semi-local connexe sont libres
(c’est une conséquence du lemme de Nakayama [8, §1.2]). On a donc une
suite exacte d’ensemble pointés [6, III.3.2.2]
1Q GQ GL(V)(O)Q U(O)QjO H1fppf (O, G)Q 1,
donnant un élément u(t) ¥ U(O) tel que jO(u(t))=c(t). Alors jk(u(0))=
c(0)=jk(u0), donc il existe h ¥ GL(V)(k) satisfaisant u(0)=h·u0. Mais
GL(V) est une variété k-rationnelle, donc h est R-équivalent à 1 dans
GL(V), et ainsi u(0) est R-équivalent à u0. De même, u(1) est R-équivalent
à u1, et puisque u(0) et u(1) sont R-équivalents, les éléments u0 et u1 sont
R-équivalents par transitivité. Par induction, on en déduit que deux élé-
ments u, v de U(k) dont les images par jk sont R-équivalentes dans
H1fppf (k, G) le sont déjà dans U(k). L’application U(k)/RQH1fppf (k, G)/R
est donc bijective. L
2.2. Groupes de type multiplicatifs
On note Gm=Spec(Z[t, t−1]) et pour tout entier n \ 1, on note
mn=Spec(Z[t]/tn−1). Pour tout schéma S, nous entendons (pour simpli-
fier) par S-groupe de type multiplicatif un S-schéma en groupes de type
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multiplicatif isotrivial [13, X]: si M/S est un tel schéma en groupes, il
existe un revêtement étale (fini et localement libre) SŒQ S et un groupe
abélien finiment engendré A tels que MSŒ=M×S SŒ soit isomorphe à
HomSŒ-groupe(ASŒ, Gm×Z SŒ). Si A est sans torsion (resp. de torsion, de
torsion l-primaire pour un premier l), on dit que M/S est un tore (resp. est
fini, fini l-primaire). Un S-groupe multiplicatif du type HomS-groupe(AS,
Gm×Z S) est dit déployé.
La R-équivalence sur les tores algébriques a été étudiée par Colliot-
Thélène et Sansuc [2], et par un dévissage approprié, on sait que le calcul
de H1fppf (k, M)/R pour un groupe de type multiplicatif M/k revient au
calcul de T(k)/R pour un tore T convenable. En particulier, il existe des
exemples de groupes M/k tels que H1fppf (k, M)/R ] 1 (cf. [5], §I.3,
lemme 7); on a toutefois le résultat suivant.
Proposition 1. Soit M/Spec(k) un groupe de type multiplicatif déployé
par une extension cyclique. Alors
H1fppf (k, M)/R=1.
De plus, tout élément de H1fppf (k, M) est élémentairement R-équivalent à 1.
Démonstration. On note L/k une extension cyclique déployant M.
D’après la proposition 1.3 de [3], on sait que M/k admet une résolution
flasque
1QMQ SQ EQ 1,
où E/k est un tore quasi-trivial et S/k un tore flasque, tous deux déployés
par L/k. Explicitons le vocabulaire employé; le tore E/k est un produit de
tores induits RLi/k(Gm) (pour Li/k sous-extension de L) et S/k est un
k-tore satisfaisant H1(kŒ, Homk−gr(Gm, S))=0 pour toute extension kŒ/k.
Comme L/k est cyclique, on sait que H1(k, S)=1 [2, cor. 3], le bord
jk: E(k)QH1fppf(k, M) est donc surjectif. Or deux points de E(k) sont
élémentairement R-équivalents (ibid, theor. 2), donc, via le bord jOk :
E(Ok)QH1fppf (Ok, M), on voit que deux éléments de H1fppf (k, M) sont
élémentairement R-équivalents. L
Les torseurs sous les groupes de type multiplicatif ont la propriété locale
suivante.
Théorème 2 [3, Theorem 4.1]. Soit A un anneau semi-local régulier de
corps des fractions FA et M/Spec(A) un groupe de type multiplicatif. Alors
la restriction
H1fppf (A, M)QH1fppf (FA, M)
est injective.
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Par ailleurs, nous disposons du résultat suivant pour la spécialisation des
torseurs.
Théorème 3 [13, §XXIV.8]. Soient A un anneau local hensélien de
corps résiduel o et G/Spec(A) un schéma en groupes lisse affine. Alors on a
une bijection
H1e´t(A,G)(H1(o, G×A o).
Supposons A intègre. Alors, si FA désigne le corps de fractions de A,
on dispose d’une application naturelle a: H1(o, G×A o) %H1e´t(A,G)Q
H1(FA, G). Nous allons expliciter ce fait dans le cas où A est complet pour
une valuation discrète de rang 1; on a alors une équivalence de catégories
entre les A-groupes de type multiplicatif et les o-groupes de type multipli-
catif [13, §X.3]. Pour tout premier l, cette équivalence de catégories
produit une équivalence entre les A-groupes finis l-primaires de type mul-
tiplicatif et les o-groupes finis l-primaires de type multiplicatif; si l est
inversible dans o, cette dernière catégorie est équivalente, une fois fixée une
clôture séparable os/o, à la catégorie des Gal(os/o)-modules finis. Ainsi,
tout tel module galoisien fini M d’ordre premier à car(o) donne lieu à un
A-schéma en groupes fini étale de type multiplicatif noté encore M. Pour
un tel objet, le théorème 2 s’applique et on a le diagramme suivant
H1e´t(A, M)+H1(FA, M)
‡ 6
H1(o, M),
qui produit une injection a: H1(o, M)+H1(FA, M).
3. DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 1
3.1. Préliminaires
On rappelle que l’on travaille avec le corps local non archimédien K
d’anneau de valuation O et on note Ks une clôture séparable de K. On note
Knr l’extension non ramifiée maximale de K dans Ks et F¯ le corps résiduel
de Knr. On rappelle que l’on a une suite exacte
1QGal(Ks/Knr)QGal(Ks/K)Qr Gal(F¯/F)Q 1.
Lemme 3. Soit M/O un O-groupe de type multiplicatif. Alors
H1fppf (K, M)/R=1. De plus, tout élément de H
1
fppf (K, M) est élémentaire-
ment R-équivalent à 1.
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Démonstration. Comme Gal(F¯/F) est le groupe profini libre à un géné-
rateur, le groupe M×O F est déployé par une extension cyclique donnée par
un caractère h ¥H1(F, Q/Z)=Hom(Gal(F¯/F), Q/Z). L’équivalence de
catégories citée plus haut entraîne que le groupe M×O K est déployé par
l’extension cyclique associée au caractère r*(h) ¥Hom(Gal(Ks/K),Q/Z).
La Proposition 1 montre que tout élément de H1fppf (K, M) est élémentai-
rement R-équivalent à 1. L
Remarque. En particulier, suivant la fin du §2.2, si M est un Gal(F¯/F)-
module fini d’ordre premier à p, alors H1(K, M)/R=1.
3.2. Démonstration de l’assertion (a)
Nous attaquons maintenant la démonstration proprement dite. Soit donc
G un groupe fini. Un 1-cocycle de Gal(Ks/K) à valeurs dans G n’est pas
autre chose qu’un homomorphisme continu f: Gal(Ks/K)Q G et deux tels
homomorphismes f1, f2 sont cohomologues s’il existe g ¥ G satisfaisant
f1=gf2 g−1; en d’autres mots, on aH1(K, G)=Hom(Gal(Ks/K), G)/Int(G);
si G est abélien, alors Hom(Gal(Ks/K), G)=H1(K, G) et (seulement) dans
ce cas on peut identifier les deux ensembles précédents. Soit c=
[f] ¥H1(K, G) et soit L/K l’extension galoisienne de corps associée à
l’homomorphisme continu f: Gal(Ks/K)Q G, i.e. définie par Gal(Ks/L)=
Ker(f). Notant OK l’anneau semi-local de A
1
K en 0 et 1, on va montrer que
l’on peut relier c à l’identité par deux classes c(t), cŒ(t) ¥H1(OK, G) satis-
faisant c(0)=c, c(1)=cŒ(0) et cŒ(1)=1. Quitte à restreindre G, on peut
supposer que Gal(L/K) s’applique isomorphiquement sur G, et puisque p
ne divise pas l’ordre de G, que l’extension L/K est modérément ramifiée.
On sait que G est extension d’un groupe cyclique par un groupe cyclique; le
dévissage de G va permettre de travailler avec des groupes de type multi-
plicatif. On note KŒ/K l’extension non ramifiée maximale dans L, de corps
résiduel FŒ, de groupe de Galois cyclique C=Gal(FŒ/F); on note e=
[L : KŒ] l’indice de ramification et I=Gal(L/KŒ) le groupe d’inertie.
D’après la théorie des corps locaux [12, §IV], on a une extension de
groupes finis à noyau abélien
(f) 1Q IQi GQl CQ 1,
et un isomorphisme I( me(FŒ); l’action de C sur I induite par l’extension
est donnée par l’action naturelle de Gal(FŒ/F) sur me(FŒ). Notre point de
vue consiste à considérer cette extension de groupes finis comme une
extension de groupes abstraits, c’est-à-dire avec une action triviale du
groupe Gal(F¯/F). Par fonctorialité, on dispose d’une application
lg: H1(K, G)QH1(K, C).
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On note q=lg(c) ¥H1(K, C); le caractère q est l’image par le morphisme
a: H1(F, C)+H1(K, C) du caractère c définissant l’extension FŒ/F.
D’après le corollaire à la Proposition 41 du §I.5.6 de [11], vu que
cd(F)=1, on sait que l’application
lg: H1(F, G)QH1(F, C).
est surjective, ce qui démontre que c se relève en une classe [k] ¥H1(F, G)
satisfaisant lg(k)=c, avec k: Gal(F¯/F)Q G. Ainsi, on dispose du mor-
phisme t :=r*(k) ¥Homgr(Gal(Ks/K), G) dont la classe satisfait
lg([t])=lg(r*(k))=r*(lg(k))=r*(c)=q.
Selon les §I.5.3 et I.5.4 de [11], on peut tordre la suite exacte de groupes
finis (f) par l’homomorphisme t: Gal(Ks/K)Q G. Cela donne lieu à la
suite exacte de K-groupes
1Q tI0ti tG0tl CQ 1.
Vu que G agit sur I à travers C, on remarque que le K-groupe tI est la res-
triction de O à K d’une forme tordue du groupe constant fini cyclique
d’ordre e premier à p, et suivant les rappels du début du §2.2, le K-groupe
tI est la restriction de O à K d’un O-groupe de type multiplicatif. On a
alors le diagramme suivant de suites exactes d’ensembles pointés
H1(K, tI)Łtig H1(K, tG)ŁH1(K, C)
yt
‡ 6 yq‡ 6
H1(K, G)ŁH1(K, C).
Ce diagramme commute suivant [6, §2.6.3.2, p. 155] et on a yq(x)=x+q
pour tout x ¥H1(K, C) [11, rem. 1, p. 46]. Comme lg(c)=lg(t), le dia-
gramme montre que y−1t (c) provient d’une classe a ¥H1(K, tI). Le lemme 3
indique H1(K, tI)/R=1, et tout élément de H1(K, tI) est élémentairement
R-équivalent à 1. Il existe donc une classe a(t) ¥H1(OK, tI) satisfaisant
a(0)=a et a(1)=1 dans H1(K, tI). En accord avec le lemme 1, on pose
c(t)=yt[tig(a(t))] dans H1(OK, G).
Alors on a dans H1(K, G) les relations suivantes: c(0)=yt(tig(a))=yty
−1
t c
=c et c(1)=yt(tig(1))=t. Le sous-groupe Im(t) de G est un sous-groupe
cyclique d’ordre premier à p. Le Lemme 3 montre donc l’existence d’un
élément cŒ(t) ¥H1(OK, Im(t)) satisfaisant cŒ(0)=a(t) et cŒ(1)=1. Poussant
cŒ(t) dans H1(OK, G), il résulte qu’il existe cŒ(t) ¥H1(OK, G), satisfaisant
cŒ(0)=t=c(1) et cŒ(1)=1.
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3.3. Démonstration de l’assertion (b)
On note U=GL(V)/G. Le Lemme 2 implique que U(K)/R=1. La
variété X est unirationnelle, donc X est rationnellement connexe au sens de
Kolla´r–Myaoka–Mori. Le théorème de Kolla´r [7, cor. 1.5] dit alors que les
classes de R-équivalence sont ouvertes dans X(K) pour la topologie
p-adique. Par le théorème des fonctions implicites, U(K) est dense dans
X(K), on en déduit que tout point de X(K) est R-équivalent à un point de
U(K), donc que X(K)/R=1.
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